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Настоящая работа посвящена исследованию модели страховой компании с огра-
ниченным страховым полем в виде системы массового обслуживания с неограничен-
ным количеством обслуживающих приборов. С помощью метода  характеристических 
функций получено двумерное распределение числа застрахованных в компании рисков и 
числа требований на выплату страховых сумм. 

Ключевые слова: математическая модель, страховая компания, страховые вы-
платы, система массового обслуживания, характеристическая функция. 

Моделям социально-экономических систем и их исследованию в настоящее время 
уделяется достаточно большое внимание. Как правило, во всех работах, посвященных 
исследованию математических моделей страховых компаний, находятся такие характе-
ристики работы компании: математические ожидания числа рисков, капитала, также 
вероятность разорения и др. Так, в работе [1] исследуется классическая модель страхо-
вой компании, в [2] рассматривается модель с учетом расходов на рекламу, в [3] иссле-
дуется модель с возможностью перестраховки некоторых рисков компании. В перечис-
ленных работах исследуется процесс числа застрахованных в компании рисков при 
условии неограниченного и ограниченного страхового поля, процесс же выплат стра-
ховых сумм никаким образом не учитывается.  В работе [4] получено распределение 
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числа требований на выплату страховых сумм с произвольной 
величиной продолжительности договора, в [5] методом асимп-
тотического анализа найдено двумерное распределение числа 
требований на страховые выплаты и числа застрахованных в 
компании рисков, в [6] исследуется тот же двумерный процесс с 
учетом неявной рекламы. В последних трех работах исследова-
ния проводились в условиях неограниченного страхового поля.  
В данной работе исследуется двумерный процесс числа застра-
хованных рисков и числа требований на выплату страховых 
сумм при условии ограниченного страхового поля. 

1. Математическая модель и постановка задачи

Рассмотрим модель страховой компании с ограниченным страховым полем в виде 
системы массового обслуживания с неограниченным числом обслуживающих прибо-
ров (рисунок).  

Пусть N – максимально возможное число потенциаль-
ных рисков. За бесконечно малый промежуток времени каж-
дый из N  потенциальных рисков компании с вероятностью 

 tt    может застраховаться. Риск не может быть за-
страхован повторно, если срок действующего договора не 
истек. Обозначим  ti  – число застрахованных в компании
рисков в момент времени t . Тогда поток рисков, приходя-
щих в компанию, будет пуассоновским с параметром 

  tiN  . Срок действия договора страхования соответ-
ствует длительности обслуживания заявки на приборе. Каж-
дый риск, находящийся в компании, на протяжении дли-

тельности действия договора независимо от других рисков генерирует с интенсивно-
стью   требование на выплату страховых сумм. И эти требования образуют простей-
ший поток событий. Естественно считать, что требование риска на выплату определя-
ется наступлением страхового случая. Величину продолжительности договора страхо-
вания для каждого риска, находящегося в компании, будем считать случайной величи-
ной, распределённой по экспоненциальному закону с параметром  . 

Введем обозначения: )(tn – число требований на выплату страховой суммы за ин-
тервал времени ],0[ t ,  ni, n(t)i(t)Pi,n,tP }{)(  – вероятность того, что в момент вре-
мени t в компании находится i застрахованных рисков, и число требований на выплату 
страхованных сумм к этому же моменту составило n . Задача состоит в том, чтобы 
найти двумерное распределение процессов  ti  и  tn .

2. Распределение числа застрахованных рисков и числа требований на стра-
ховые выплаты 

 

Используя  t  метод, составим систему дифференциальных уравнений Колмого-
рова [7] для распределения вероятностей  ),,( tniP .  Сначала запишем допредельные 
равенства:  

     tititiNtniPΔti,n,tP )(1,,

   tiNtniP ))1((,,1       ttitniPtitniP   ,1,1,,1 ,

Перейдем к пределу при 0t , получим систему дифференциальных уравнений  
       



))1((1  iN,n,tiPiiiNi,n,tP

t

i,n,tP

      itniPitniP ,1,1,,1  . (1) 

Рисунок. Представление 
модели страховой компа-
нии в виде бесконечноли-
нейной системы массового 

обслуживания 
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Для решения системы (1) определим характеристическую функцию  

   





0,
,,

ni

nzjiuj tniPeeu,z,tH , 

где j – мнимая единица.  И далее будет решаться задача определения вида этой функции. 

Из системы (1) с учетом свойств характеристических  функций получим диффе-
ренциальное уравнение  в частных производных первого порядка относительно функ-
ции  u,z,tH :

     
u

tzuH
eeej

t

u,z,tH jzjuju







  ,,    tzuHeN ju ,,1  .       (2)

Решение дифференциального уравнения (2) определяется решением системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений для характеристических кривых [8]: 

)1(),,(

),,(

)(1 





 jujzjuju eNtzuH

tzudH

eeej

dudt


. 

Найдем два первых интеграла системы. Сначала рассмотрим уравнение: 

))1()1()1(( jzjuju eeej

du
dt




 
. 

Сделаем замену переменных: ve ju 1 . Тогда 

))(( 21 vvvv

dv
dt





, (3) 

где 

 
2

11
2

1
2,1

D
ev jz 






 







, (4) 

    01411
2







  jzjz eeD










. 

Решение уравнения (3) будет иметь вид 

   1
1

2

12

~
lnln

1
C

vv

vv

vv
t 















, 

что и будет определять наш первый интеграл. Запишем выражение для константы 1
~
C :

 12

1

1

2
1

~ vvt

vv

vv
eC
















. 

Обозначим  12
11

~ vvCC   , тогда












 

1

2)(
1

21

vv

vv
eC tvv . (5) 

Другой первый интеграл найдем из уравнения: 
 

))1()1()1(()1)(,,(

,,
jzjujuju eeej

du

etzuHN

tzudH




  
 . (6) 

В уравнении (6) сделаем аналогичную замену переменных ve ju 1 . Определим 
функцию    tzuHtzvH ,,,,1  , тогда с учетом (3) можем записать
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 
))())(((),,(

,,

211

1

zvvzvv

vdvN

tzvH

tzvdH






 . (7) 

В последнем уравнении указана зависимость корней 1v  и 2v  от z .  Решение этого 
уравнения будет иметь вид: 

    

    
    zvzv

N

zv

zv

zvv

zvv
CtzvH

21

1

2

1

2
21 ),,(



















 . (8) 

Введем произвольную дифференцируемую функцию 21)( СС  , где 1C  опреде-

ляется выражением (5). Тогда общее решение уравнения (6) запишем в виде: 

      
 

    

    
    zvzv

N

zv

zv
tzvzv

zvv

zvv

zvv

zvv
etzvH

21

1

2
21

1

2

1

2
1 ),,(








































  .           (9) 

Частное решение определим с помощью начальных условий. Запишем значение 
функции ),,( tzuH  при 0t . Имеем 

     









00,
0,,0

i

jui

ni

nzjiuj iPeniPeeu,z,H , 

так как в начальный момент требований на выплату страховых сумм не было, и 
следовательно   









.0,0

;0),(
)0,,(

n

niP
niP

Обозначим )0,,()( zuHuG  . Тогда, дифференциальное уравнение относительно 
функции )(uG , с учетом условия 1)0( G , будет иметь решение 

N

jue
uG
































1

1

)( . (10) 

Теперь, учитывая (10), выражение (9) можем записать в виде:  

 
 
 

    

    
    zvzv

N

zv

zv

N

zvv

zvv

zvv

zvv

v

21

1

2

1

2

1

2

11

1






































































. 

Введем обозначения: 
 
 zvv

zvv
x

2

1




 , тогда  

 
    

       

 
    zvzv

zNv
N

x
zvxzvx

zvzv

x 12

2

12

12

111

1











































 , 

где учтено, что 
   

x

zxvzv
v





1

12 .  
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Таким образом, переходя от переменной v  к переменной u ,  можем записать вы-
ражение для характеристической функции ),,( tzuH в виде: 

         


















N
tzvN zvzvetzuH 211,, 2




      












 zvezv ju

21 111



(11) 

          
N

tzvzvju zveezv











 

22 111 12


 , 

где  zv1  и  zv2  определяются выражениями (4).

3. Характеристики числа застрахованных рисков и числа требований на вы-
плату страховых сумм 

 

Найдем выражения для математических ожиданий и дисперсий числа  ti  рисков

и числа  tn  требований  на страховые выплаты. Имеем:

   












N
tiM

u

tzuH

j
z
u

)(
,,1

0
0

, (12) 

    t
N

tnM
z

tzuH

j
z
u














)(
,,1

0
0

. (13) 

Для дисперсий получены выражения: 

 
 

,)(
2






N
tiD (14) 

 
   

  te
N

t
N

t
N

tnD 









 








 122)(
4

2

3

2
. (15) 

Формулы (12) и (14) совпадают с результатом, полученным в работе (1), где ис-
следуется одномерный процесс числа застрахованных в компании рисков при ограни-
ченном страховом поле.  

Найдем коэффициент корреляции процессов  ti  и  tn . Имея выражение для

функции  tzuH ,, , можем найти смешанный момент первого порядка по формуле:

    tntiM
zu

tzuH

j
z
u

)(
,,1

0
0

2

2








. (16) 

С помощью выражений  (12) – (16) запишем выражение для коэффициента корре-
ляции процессов  ti  и  tn :

 
  

      t

t

in
ett

e
t



















122

1

3
. 

Заключение 

Автор считает, что в данной работе новыми являются следующие результаты: по-
строена математическая модель страховой компании с ограниченным страховым полем 
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в виде системы массового обслуживания, найдено распределение двумерного процесса 
числа застрахованных в компании рисков и числа требований на выплату страховых 
сумм, найдены выражения для характеристик исследуемых процессов, а также выраже-
ние для коэффициента корреляции. Показано, что полученные результаты являются 
обобщением частных случаев. 
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This paper is devoted to the research of the model of insurance company with a limited insur-
ance coverage in the form of queuеing system with an unlimited number of servers. Using 
method of characteristic functions we got two-dimensional probability distribution of a num-
ber of risks that are insured in the company and a number of demands for insurance payment.  
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